Invariance homotopique de certains espaces de configurations by Jourdan, Jean-Philippe
ar
X
iv
:m
at
h/
04
07
00
2v
1 
 [m
ath
.A
T]
  3
0 J
un
 20
04
Invariane homotopique
de ertains espaes de ongurations
Jean-Philippe Jourdan
Département de Mathématiques, UMR 8524, Université de Lille 1
59655 Villeneuve d'Asq Cedex, Frane
jourdanmath.univ-lille1.fr
Résumé - Abstrat
Pour une variété lisse A, on onsidère Fk(A × R) l'espae des ongurations
ordonnées de k partiules distintes dans A × R. On eetue une onstrution
expliite de l'espae de ongurations Fk(A × R) et de la suspension (k − 2)-ième
de Fk(A). Puis l'on montre que, sous ertaines onditions, le type d'homotopie de
es deux espaes ne dépend que de elui de A.
For a smooth manifold A, we onsider the ordered onguration spae Fk(A×R)
of k distint points in A×R. We obtain an expliit homotopy onstrution of the
onguration spae Fk(A×R) and of the (k− 2)-fold suspension of Fk(A). Under
ertain onditions, we then show that the homotopy types of these two spaes
depend only on the homotopy type of A.
1 Introdution
Pour une variété M , l'espae de ongurations de k partiules dans M est déni par :
Fk(M) = {(x1, . . . , xk) ∈M
×k | i 6= j ⇒ xi 6= xj}.
Cet espae n'est pas un invariant du type d'homotopie de M , i.e. si les variétés M et
N ont même type d'homotopie, les espaes Fk(M) et Fk(N) n'ont pas toujours le même
type d'homotopie. Par exemple, l'espae eulidien de dimension p, Rp, a toujours le type
d'homotopie d'un point quelque soit p. Or l'espae des ongurations de 2 points dans
R
p
a le type d'homotopie d'une sphère de dimension p− 1 et dépend don de p.
On dispose ependant de résultats positifs dans ertains as partiuliers. Dans [12℄,
N. Levitt montre que l'espae des ongurations de 2 partiules, F2(M), d'une variété
ompate et 2-onnexe M , est un invariant du type d'homotopie de M . Dans [11℄,
P. Lambrehts et D. Stanley ont obtenu un résultat similaire en homotopie rationnelle,
i.e. le type d'homotopie rationnelle de F2(M) ne dépend que du type d'homotopie
rationnelle de M si M est une variété ompate et 2-onnexe. Toujours en homotopie
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rationnelle mais pour un nombre arbitraire de partiules, B. Totaro [17℄ et I. K°íº [10℄
montrent que le type d'homotopie rationnelle de Fk(M) ne dépend que de l'anneau de
ohomologie de M si M est une variété projetive omplexe.
Néanmoins, il n'existe pas de résultat général : dans [13℄, R. Longoni et P. Salvatore
exhibent deux espaes lentiulaires, L7,1 et L7,2, ayant même type d'homotopie mais dont
les espaes de ongurations ont un type d'homotopie diérent. Le problème d'invariane
du type d'homotopie de l'espae Fk(M) dans le as où M est une variété ompate et
simplement onnexe (ou même p-onnexe) reste ependant toujours ouvert.
Si l'on s'intéresse non pas à l'espae de ongurations Fk(M) lui-même, mais à
ertaines onstrutions eetuées à partir de Fk(M), plusieurs résultats existent déjà
dans la littérature :
• ΩFk(M) = Maps∗(S
1,Fk(M)) : l'espae des laets pointés de Fk(M). Pour un
espae pointé X , ΩX est déni omme l'espae des appliations allant du erle
(pointé) S1 dans X et qui onservent le point de base . N. Levitt [12℄ montre que
le type d'homotopie de ΩFk(M) ne dépend que de elui de M si M est une variété
ompate. La struture de H-espae de ΩFk(M) est détaillée par F. R. Cohen et
S. Gitler [4℄ pour des variétés partiulières, notamment pour des variétés tressables
(braidable manifolds).
•
∑α
Fk(M) : la suspension itérée de Fk(M). Pour un espae non pointé X , la
suspension itérée
∑α
X est dénie omme la somme amalgamée de Sα−1 et X×Dα
le long de X × Sα−1. Dans le as où M est une variété ompate, J. R. Klein et
M. Aouina [1℄ montrent que
∑α
Fk(M) est un invariant du type d'homotopie de
M pour un α bien hoisi. Si l'on suppose M 2-onnexe et de dimension d, alors le
nombre de suspensions néessaires est α = (k − 2)d.
Dans la suite, on va s'intéresser à es deux aspets. Tout d'abord, on eetue
une onstrution homotopique expliite des espaes de ongurations pour une variété
produit partiulière M = A× R. Ce as est l'exemple fondamental de variété tressable
(voir [4℄). La onstrution de l'espae de ongurations à k partiules Fk(A × R) a la
partiularité de s'eetuer à partir de A et F2(A) pour tout k. Cei nous permet d'établir
l'invariane homotopique de Fk(A× R) dans un as partiulier :
Dénition
Considérons deux variétés A et B et une équivalene d'homotopie f : A → B.
L'appliation f est appelée F2-équivalene d'homotopie s'il existe une équivalene
d'homotopie ϕf : F2(A) → F2(B) faisant ommuter à homotopie près le diagramme
suivant :
F2(A)
ϕf


 // A×A
f×f

F2(B)

 // B ×B
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Remarquons d'après [1℄, que toute équivalene d'homotopie entre deux variétés om-
pates, 2-onnexes est une F2-équivalene d'homotopie, f. exemple 4.3. À l'aide de
notre onstrution de Fk(A× R), nous établissons alors :
Théorème A.
Soit f : A→ B une F2-équivalene d'homotopie entre deux variétés A et B, alors pour
tout k ≥ 1, on a une équivalene d'homotopie brée :
Fk+1(A× R)
h.e
≃ //

Fk+1(B × R)

Fk(A× R)
h.e
≃
// Fk(B × R)
Nous utilisons ensuite e résultat ainsi que notre onstrution de Fk(A × R) pour
étudier une suspension itérée des espaes de ongurations de A :
∑α
Fk(A). Nous en
déduisons alors le théorème d'invariane homotopique suivant :
Théorème B.
Soit f : A → B une F2-équivalene d'homotopie entre deux variétés onnexes A et B,
alors pour tout k ≥ 1, les espaes Σk−2Fk(A) et Σ
k−2
Fk(B) ont même type d'homotopie.
Cet énoné améliore le résultat de M. Aouina et J. R. Klein [1℄, l'ordre de la suspension
itérée requise étant ii indépendant de la dimension des variétés intervenant.
Ce travail se déroule de la manière suivante : dans la setion 2, nous donnons les
dénitions de base et présentons l'espae des ongurations de k points sur la droite
réelle. Dans la setion 3, pour toute variété A, nous onstruisons un espae Ek(A)
de même type d'homotopie que l'espae des ongurations de k points dans A × R.
Les setions 4 et 5 sont onsarées respetivement aux preuves des théorèmes A et B.
Finalement, un appendie regroupe les dénitions et propriétés de limites homotopiques
utilisées dans ette rédation.
2 Préliminaires
An de simplier les démonstrations, nous allons introduire une variante des espaes
de ongurations. Cette dénition se montrera bien adaptée aux démonstrations par
réurrene que nous utiliserons dans ette setion et les suivantes.
Dénition 2.1
Pour tout espae A muni d'une ltration roissante A• = (Ai)i∈N∗∪{∞} ave A∞ = A,
nous dénissons les espaes de ongurations suivants :
Fk(A•) = {(a1, . . . , ak) ∈ A1 × . . . Ak−1 × Ak | i 6= j ⇒ ai 6= aj}
Fk(A•) = {(a1, . . . , ak) ∈ A1 × . . .×Ak−1 × Ak | i 6= j ⇒ ai 6= aj}
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où Ak est l'adhérene de Ak dans A. Si de plus la ltration A• vérie A∗−1 ⊆
◦
A∗, on
pose :
◦
Fk(A•) = {(a1, . . . , ak) ∈ A1 × . . .×Ak−1 ×
◦
Ak | i 6= j ⇒ ai 6= aj}
et
∂Fk(A•) = Fk(A•) \
◦
Fk(A•) = Fk−1(A•)× ∂Ak.
Pour la ltration onstante A• dénie par Ai = A, les trois espaes Fk(A•), Fk(A•) et
◦
Fk(A•) oïnident et nous retrouvons la dénition usuelle des espaes de ongurations
de A. Nous noterons simplement A ette ltration triviale.
Dénition 2.2
Si A est une variété, on note A× J la ltration de A× R donnée par
A× {0} ⊆ A× [−1, 1] ⊆ · · · ⊆ A× [−k, k] ⊆ · · · et (A× J)∞ = A× R.
Les espaes de ongurations assoiés à ette ltration sont notés Fk(A×J) = Fk(A×J)
et
◦
Fk(A× J). Dans le as où A est réduite à un point ∗, nous noterons simplement J la
ltration de l'espae des nombres réels donnée par ∗ × J .
Soit A• une ltration assoiée à une variété A. Si k et r sont deux entiers tels que
r < k, on note πk,r : Fk(A•)→ Fr(A•) la projetion sur les r premières omposantes :
πk,r(x1, . . . , xk) = (x1, . . . , xr).
On note de la même manière la projetion πk,r : Fk(A•)→ Fr(A•).
Dans [6℄, E. Fadell et L. Neuwirth montrent que si A est une variété, alors πk,r :
Fk(A) → Fr(A) est un bré loalement trivial dont la bre au dessus d'un élément
(q1, . . . , qr) de Fr(A) est :
Fk−r(A \ {q1, . . . , qr}).
On a des résultats similaires pour les espaes de ongurations assoiés à ertaines
ltrations, en partiulier nous utiliserons les propriétés suivantes :
Proposition 2.3
Soit A une variété lisse.
1. Pour tout entier k, k ≥ 1, la projetion πk+1,k : Fk+1(A × J) → Fk(A × J) est
un bré loalement trivial dont la bre au dessus d'un élément (q1, . . . , qk) de
Fk(A× J) est :
(A× [−k, k]) \ {q1, . . . , qk}.
2. Pour tout ouple d'entiers (k, r), k > r ≥ 0, les inlusions F∗(A× J) ⊂ F∗(A×R)
induisent des équivalenes d'homotopie brée :
Fk(A× J)


h.e
≃ //

Fk(A× R)

Fr(A× J)


h.e
≃ // Fr(A× R)
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Démonstration. La première assertion est une adaptation immédiate de la démonstra-
tion de E. Fadell et L. Neuwirth donnée dans [6℄. Celle-i permet de prouver par
réurrene que les inlusions F∗(A×J) ⊂ F∗(A×R) sont des équivalenes d'homotopie.
La ommutativité du arré de la proposition se vérie aisément à partir de la dénition
des espaes F∗(A× J).
En appliquant e résultat à la ltration J de l'espae des nombres réels R, on obtient
une équivalene d'homotopie entre Fk(J) et le produit Fk−1(J) × ([−k + 1, k − 1] \
{q1, . . . , qk−1}). Par réurrene, on onstate que Fk(J) a le type d'homotopie d'un
espae disret à k! points. Nous allons l'exprimer sous une forme mieux adaptée aux
onstrutions à venir. Pour k ≥ 2, on pose :
Ak = {1, 3} × {1, 3, 5} × {1, 3, 5, 7} × · · · {1, 3, . . . , 2k − 3} × {1, 3, . . . , 2k − 1}.
On pose aussi A1 = ∅. On onstruit une équivalene d'homotopie entre Fk(J) et Ak
par réurrene sur k. Pour k = 2, on dénit θ2 : A2 → F2(J) par θ2(1) = (0,−1) et
θ2(3) = (0,+1).
Supposons avoir onstruit θk : Ak → Fk(J), et hoisissons (i2, . . . , ik, 2α + 1) un
élément de Ak+1. Posons θk(i2, . . . , ik) = (t1, . . . , tk), et notons [[1, k]] l'ensemble des
entiers naturels ompris entre 1 et k. Nous ommençons par réordonner les éléments
(t1, . . . , tk) en hoisissant des éléments j1, . . . , jk dans [[1, k]] tels que tj1 < · · · < tjk .
Notons alors σk(i2, . . . , ik) = (j1, . . . , jk).
Nous allons ompléter (t1, . . . , tk) par un élément tk+1 qui va être hoisi de la façon
suivante :
• Si α = 0, on pose tk+1 = −k.
• Si α = k, on pose tk+1 = +k.
• Si 1 ≤ α ≤ k − 1, on hoisit tk+1 tel que tjα < tk+1 < tjα+1.
On pose alors :
θk+1(i2, . . . , ik, 2α + 1) = (t1, . . . , tk+1).
Les appliations θk sont lairement des équivalenes d'homotopie qui rendent
ommutatif le arré suivant :
Ak+1
θk+1 //

Fk+1(J)

Ak
θk // Fk(J)
Ave les notations préédentes, on a déni une bijetion σk entre Ak et le groupe des
permutations Σk par σk(i2, . . . , ik)(p) = jp pour tout p ∈ [[1, k]].
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3 Constrution de Fk(A× R)
Dans e paragraphe, nous xons une variété lisse A. Nous allons montrer qu'une
onstrution homotopique de l'espae de ongurations d'un nombre quelonque de
partiules dans A× R est toujours possible à partir des espaes A et F2(A).
Soit i = (i2, . . . , ik−1) un élément de Ak−1, k ≥ 2, et soit (i, ik) = (i2, . . . , ik−1, ik) un
élément de Ak. Nous posons :
Eki2,...,ik = E
k
i,ik
= Ak
et dénissons une appliation :
φki2,...,ik = φ
k
i,ik
: Eki → Fk(A× J)
par φki,ik(x1, . . . , xk) = Tk(x1, . . . , xk, θk(i, ik)) où (x1, . . . , xk, θk(i, ik)) ∈ A
k × Fk(J) et
Tk : A
k × Fk(J) →֒ Fk(A × J), Tk((a1, . . . , ak), (t1, . . . , tk)) = ((a1, t1), . . . , (ak, tk)), est
l'injetion anonique.
Nous posons aussi E1 = A et dénissons φ1 : E1 → F1(A × J) par φ
1(a) = (a, 0).
Remarquons que φ1 est une équivalene d'homotopie.
Considérons maintenant un élément (i, 2p) ∈ Ak−1 × {2, 4, . . . , 2k − 2} et posons
Eki2,...,ik−1,2p = E
k
i,2p = {(a1, . . . , ak) ∈ A
k | ak 6= ajp}
où l'élément jp est déni par σk−1(i2, . . . , ik−1) = (j1, . . . , jk−1). Pour rendre plus
expliites les deux indies pour lesquels les oordonnées sont distintes, nous notons
aussi Eki,2p = A
k
kjp
. Cet espae est évidemment homéomorphe à F2(A)× A
k−2
.
Par onstrution, nous avons des inlusions naturelles Eki,2p → E
k
i,2p−1 et E
k
i,2p →
Eki,2p+1. Nous dénissons alors E
k
i , i ∈ Ak−1, omme la olimite homotopique de :
Eki,1 ← E
k
i,2 → E
k
i,3 ← E
k
i,4 ← · · · → E
k
i,2k−3 ← E
k
i,2k−2 → E
k
i,2k−1.
Proposition 3.1
Soit i = (i2, . . . , ik−1) ∈ Ak−1. Les appliations φ
k
i,∗ : E
k
i,∗ → Fk(A×J), dénies i-dessus
pour tout entier ∗ ∈ {1, 3, . . . , 2k − 1}, induisent une appliation
φki : E
k
i → Fk(A× J)
telle que le arré suivant soit artésien pour tout k ≥ 3 :
Eki
φki //

Fk(A× J)

Ek−1i
φk−1i // Fk−1(A× J)
Exemple 3.2
Si k = 2 alors E21 = A
2
, E22 = A
2
21 = F2(A) et E
2
3 = A
2
. Or l'appliation φ1 : E1 →
F1(A × J) est une équivalene d'homotopie. La proposition i-dessus montre que la
olimite homotopique de A2 ← F2(A)→ A
2
a le même type d'homotopie que F2(A×J).
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Démonstration (de 3.1). Considérons le diagramme suivant :
Eki1 = A
k
φki1

Eki2 = A
k
kj1
44hhhhhhhhhhh
**VVV
VVVV
VVVV
Eki3 = A
k
φki3
##
Eki4 = A
k
kj2
44hhhhhhhhhhh
**VVV
VVVV
VVVV
.
.
.
Eki5 = A
k φki5
// Fk(A× J)
Eki(2k−4) = A
k
kjk−2
**UUUU
UUUU
.
.
.
Eki(2k−3) = A
k
φk
i(2k−3)
;;
Eki(2k−2) = A
k
kjk−1
44iiiiiiii
**UUUU
UUUU
Eki(2k−1) = A
k
φk
i(2k−1)
GG
En notant θk(i, 2p− 1) = (t1, . . . , tk−1, t
(p)
k ) et θk(i, 2p+ 1) = (t1, . . . , tk−1, t
(p+1)
k ), on
a par dénition de θk :
t
(1)
k < tj1 < . . . < tjp−1 < t
(p)
k < tjp < t
(p+1)
k < tjp+1 < . . . < tjk−1 < t
(k)
k .
Ce diagramme ommute à homotopie près. L'homotopie pour le p-ième arré, 1 ≤ p ≤
k − 1, est donnée expliitement par :
Eki,2p × [0, 1] = A
k
kjp
× [0, 1] // Fk(A× J)
(a1, . . . , ak, s)
 // ((a1, t1), . . . , (ak−1, tk−1), (ak, st
(p)
k + (1− s)t
(p+1)
k )
Cette appliation est bien dénie ar par dénition de Akkjp, le seul entier α ∈ [[1, k − 1]]
tel que t
(p)
k ≤ tα ≤ t
(p+1)
k est α = jp et l'on a ak 6= ajp . Par la propriété universelle d'une
olimite homotopique, on obtient une appliation φki : E
k
i → Fk(A× J).
De plus, haun des fateurs de ette olimite se projette sur Ek−1i = A
k−1
en gardant
les k − 1 premières oordonnées de manière à e que le diagramme
Eki(2p−1)

Eki2p //

oo Eki(2p+1)

Ek−1i E
k−1
i E
k−1
i
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ommute. Nous en déduisons la ommutativité à homotopie près du arré de la
proposition :
Eki
φki //

Fk(A× J)

Ek−1i
φk−1i // Fk−1(A× J)
Soit (q1, . . . , qk−1) ∈ E
k−1
i = A
k
d'image φk−1i (q1, . . . , qk−1) = ((q1, t1), . . . , (qk−1, tk−1)).
La bre de Fk(A× J)→ Fk−1(A× J) au dessus de φ
k−1
i (q1, . . . , qk−1) est
A× [−k + 1, k − 1] \ {(q1, t1), . . . , (qk−1, tk−1)}.
Rappelons que par dénition de θk, θk(i, 2p−1) = (t1, . . . , tk−1, t
(p)
k ). La proposition A.4
nous montre que la bre homotopique de Eki → E
k−1
i au dessus de (q1, . . . , qk−1) est la
olimite homotopique du diagramme :
A← A \ q1 → A← · · · → A← A \ qk−1 → A
'est-à-dire l'espae
A× {t
(1)
k , . . . , t
(k)
k }
⋃
i=1...k−1
(A \ qi)× [t
(p)
k , t
(p+1)
k ].
On vérie failement que la restrition de φki aux bres est une équivalene d'homotopie.
Les deux èhes vertiales du arré de l'énoné ayant même bre homotopique, e arré
est artésien (voir [15, théorème 2.6℄).
Pour tout k ≥ 2, tout i ∈ Ak−1 ∪Ak, nous disposons d'appliations
φki : E
k
i → Fk(A× J)
Nous allons maintenant proéder à une réurrene pour dénir
φki : E
k
i → Fk(A× J) pour i ∈ Aα ave 1 ≤ α ≤ k.
Fixons (i2, . . . , iα) ∈ Aα. Pour tout k, k ≥ α + 1, nous onstruisons, par réurrene
sur le nombre k − α, deux familles d'espaes :
(Eki2,...,iα,2p)p∈[[1,α]] et (E
k
i2,...,iα,2p−1)p∈[[1,α+1]].
Observons que l'espae Eki2,...,iα est de la forme E
k
i2,...,iα−1,2p−1 ave (i2, . . . , iα−1) ∈
Aα−1 et p ∈ [[1, α]]. Nous dénissons don :
• l'espae Eki2,...,iα omme la olimite homotopique de
Eki2,...,iα,1
←Eki2,...,iα,2
→Eki2,...,iα,3
←···→Eki2,...,iα,2α−1
←Eki2,...,iα,2α
→Eki2,...,iα,2α+1
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• l'espae Ek+1i2,...,iα,2p omme le produit bré homotopique
Ek+1i2,...,iα,2p
//

Ek+1i2,...,iα,2p−1

Eki2,...,iα,2p
// Eki2,...,iα,2p−1
Dans la preuve i-dessous, nous justions la validité de e proédé en exhibant les
appliations que néessite la onstrution et démontrons :
Proposition 3.3
Pour tout (i2, . . . , iα) ∈ Aα et tout entier k, k ≥ α + 1, il existe un arré artésien
Ek+1i2,...,iα
φk+1i2,...,iα //

Fk+1(A× J)

Eki2,...,iα
φki2,...,iα // Fk(A× J)
Démonstration. Nous eetuons une démonstration par réurrene sur l'entier k−α.
Soit s un entier positif. L'hypothèse de réurrene est la propriété Hs suivante : pour
tout ouple d'entiers (k, α) tel que 0 ≤ k − α ≤ s, pour tout (i2, . . . , iα) ∈ Aα, et
pour tout p ∈ [[1, α]], on a onstruit les espaes Eki2,...,iα et E
k+1
i2,...,iα,2p
suivant le proédé
dérit avant l'énoné et des appliations φk+1i2,...,iα, φ
k
i2,...,iα
de sorte que le arré suivant soit
artésien :
Ek+1i2,...,iα
φk+1i2,...,iα //

Fk+1(A× J)

Eki2,...,iα
φki2,...,iα // Fk(A× J)
La proposition 3.1 montre que la propriété H0 est vraie. Supposons maintenant vraie
la propriété Hs−1 .
Fixons don un entier α, α ≥ 1, et un élément (i2, . . . , iα) ∈ Aα. Posons k = α + s.
De la propriété Hs−1, on déduit que pour tout entier p, 1 ≤ p ≤ α, le diagramme en
10 Invariane homotopique de ertains espaes de ongurations
traits pleins suivant est ommutatif :
Ek+1i2,...,iα,2p
//

&&
Ek+1
i2,...,iα,(2p−1)
φk+1
i2,...,iα,(2p−1)//

Fk+1(A× J)

Ek+1
i2,...,iα,(2p+1)
φk+1
i2,...,iα,(2p+1)
22fffffffffffffffffffffffffffffff

Eki2,...,iα,2p
//
''NN
NNN
NNN
NNN
Eki2,...,iα,(2p−1)
φk
i2,...,iα,(2p−1) // Fk(A× J)
Eki2,...,iα,(2p+1)
φk
i2,...,iα,(2p+1)
22ffffffffffffffffffffffffffffffff
et que haque arré est artésien. D'après le lemme du prisme (A.1), il existe une
appliation Ek+1i2,...,iα,2p → E
k+1
i2,...,iα,2p+1
qui rend ommutatif la totalité du diagramme et
telle que le arré ainsi omplété est artésien.
Rappelons que l'espae Eki2,...,iα est déni omme la olimite homotopique de :
Ek+1i2,...,iα,1
←Ek+1i2,...,iα,2
→Ek+1i2,...,iα,3
←···→Ek+1i2,...,iα,2α−1
←Ek+1i2,...,iα,2α
→Ek+1i2,...,iα,2α+1
.
Le diagramme ommutatif préédent étant onstitué de arrés artésiens, le théorème
A.2 s'applique et le arré de la proposition :
Ek+1i2,...,iα
φk+1i2,...,iα //

Fk+1(A× J)

Eki2,...,iα
φki2,...,iα // Fk(A× J)
est artésien, e qui montre Hs.
Cette proposition nous permet de dénir la notion de bord pour les espaes E∗i .
Dénition 3.4
Pour tout i = (i2, . . . , iα) ∈ Aα et tout entier k, k ≥ α + 1, on dénit ∂E
k+1
i omme le
produit bré suivant :
∂Ek+1i
//

∂Fk+1(A× J)

Eki
φki // Fk(A× J)
Proposition 3.5
L'appliation φk+1i envoie la paire (E
k+1
i , ∂E
k+1
i ) sur la paire (Fk+1(A× J), ∂Fk+1(A× J)).
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En partiulier, le arré suivant est artésien
∂Ek+1i
φk+1i //

∂Fk+1(A× J) = Fk(A× J)× A× {−k, k}

Eki
φki
// Fk(A× J)
De plus, ∂Ek+1i = E
k
i ×A×{−k, k} et l'appliation ∂E
k+1
i
φk+1i
−→ ∂Fk+1(A× J) est donnée
par φki × IdA×{−k,k}
Démonstration. La preuve déoule immédiatement du fait que le produit bré
homotopique d'une bration triviale est lui aussi trivial.
Fixons un entier k ≥ 1. En appliquant le résultat de la proposition 3.3 pour α = 1,
on obtient un espae Ek qui est la olimite de :
Ek1 ← E
k
2 → E
k
3 .
Cet espae Ek a le type d'homotopie de l'espae de ongurations Fk(A × J). Plus
préisément, on a :
Théorème 3.6
Pour tout k ≥ 1, il existe un arré artésien
Ek+1
φk+1 //

Fk+1(A× J)

Ek
φk // Fk(A× J)
dans lequel les èhes φk+1, φk sont une équivalene d'homotopie brée.
Démonstration. D'après la proposition 3.3, le arré est artésien pour tout k. Ainsi,
si φk est une équivalene d'homotopie, il en est de même pour φk+1. Rappelons que φ1
est une équivalene d'homotopie, une réurrene évidente termine alors la preuve.
4 Un invariant du type d'homotopie : Fk(A× R)
Dans e paragraphe, nous allons démontrer le théorème A énoné dans l'introdution.
On se donne don une F2-équivalene d'homotopie f : A → B entre deux variétés.
Remarquons que ette hypothèse permet d'obtenir une équivalene d'homotopie entre
E2(A) et E2(B) et don entre F2(A × R) et F2(B × R) (f. 3.2). Nous ommençons
ette setion en exhibant deux exemples de onditions susantes pour avoir une F2-
équivalene d'homotopie entre deux variétés.
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Exemple 4.1
Considérons deux variétés Aˇ et Bˇ ayant même type d'homotopie et même dimension.
Alors il existe une F2-équivalene d'homotopie entre A = Aˇ× R et B = Bˇ × R.
Démonstration. Soit n la dimension ommune à Aˇ et Bˇ. Nous munissons Aˇ (resp.
Bˇ) d'une métrique riemannienne telle que pour tout point a de Aˇ la restrition de
l'exponentielle au disque unitaire tangent en a, exp : Da(Aˇ)→ Aˇ, est injetive (Cei est
possible d'après [7℄). Or, le bré tangent de A = Aˇ×R, noté TA, est le produit du bré
tangent de Aˇ, noté TAˇ et du bré trivial au dessus de R, noté ǫ. Notons σ : R → ǫ la
setion unitaire du bré ǫ telle que pour tout t ∈ R, exp(σ(t)) = t + 1. On note enore
σ : Aˇ → TA la setion du bré TAˇ × ǫ obtenue à partir de la setion nulle sur Aˇ et
σ : R→ ǫ. Remarquons que σ : Aˇ→ TA est enore unitaire.
On dénote par SA le bré tangent en sphère au dessus de A et on note S
+(Aˇ) le
produit bré suivant :
S+(Aˇ) //

SA

Aˇ = Aˇ× {0} //
σ
JJ
A = Aˇ× R
σ
II
Considérons le diagramme suivant :
S+(Aˇ)
""F
FF
FF
FF
FF
))RR
RRR
RRR
RRR
RRR
R
Aˇ
σ
<<zzzzzzzzz
∆ ""E
EE
EE
EE
EE
CA //___ F2(A)
Aˇ× Aˇ
;;xxxxxxxxx
55llllllllllllllll
où ∆ est l'appliation diagonale et le arré intérieur est une somme amalgamée.
L'appliation S+(Aˇ)→ F2(A) est donnée par (a, v) 7→ (a, exp v) et Aˇ× Aˇ→ F2(A) par
(a1, a2) 7→ ((a1, 0), (a2, 1)). Ces appliations sont bien dénies grâe aux hoix eetués
pour σ. On vérie alors que le arré extérieur ommute. Par propriété universelle d'une
somme amalgamée, on obtient une appliation induite CA → F2(A) qui fait ommuter le
diagramme. Nous appliquons alors A.4 ave omme base Aˇ et montrons que CA → F2(A)
est une équivalene d'homotopie. Nous avons évidemment la même onstrution pour
la variété B ; nous allons don exhiber une équivalene d'homotopie entre CA et CB.
Les résultats de R. Benlian et J. Wagoner [2℄ , montrent que si Aˇ et Bˇ sont deux
variétés ayant même type d'homotopie et même dimension n, alors leurs brés tangents
en sphère, SAˇ et SBˇ, ont même type d'homotopie brée. Le diagramme suivant ommute
don à homotopie près :
SAˇ
h.e
≃ //

SBˇ

Aˇ
h.e
≃ // Bˇ
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Remarquons que S+(Aˇ) (resp. S+(Bˇ)) est aussi la suspension suivant la bre1 de
SAˇ (resp. SBˇ). Nous avons don une équivalene d'homotopie brée entre S
+(Aˇ) et
S+(Bˇ) qui, par la dénition de σ, est ompatible ave les setions. Plus préisément, le
diagramme suivant ommute à homotopie près
S+(Aˇ)
h.e
≃ //

S+(Bˇ)

Aˇ
h.e
≃ //
σ
TT

Bˇ
σ
TT

Aˇ× Aˇ
h.e
≃ // Bˇ × Bˇ
et les èhes horizontales sont des équivalenes d'homotopie. On obtient alors une
équivalene d'homotopie entre CA et CB qui dénit une équivalene d'homotopie entre
F2(A) et F2(B).
La ommutativité à homotopie près du arré
F2(A)
h.e
≃

// A×A
f×f h.e≃

F2(B) // B ×B
s'obtient failement en remarquant que S+(Aˇ) → F2(A) se fatorise à homotopie près
en S+(Aˇ)→ Aˇ→ Aˇ× Aˇ→ F2(A).
Remarque 4.2
Une onstrution utilisant la même tehnique que dans la démonstration préédente
permet d'obtenir, sous les mêmes hypothèses, une équivalene d'homotopie entre F3(Aˇ×
R) et F3(Bˇ × R).
Exemple 4.3
Considérons deux variétés ompates et 2-onnexes, A et B, ayant le même type
d'homotopie. Alors il existe une F2-équivalene d'homotopie entre A et B.
Démonstration. Le résultat déoule de la démonstration du théorème A de [1℄.
Donnons une idée de la preuve dans le as 3-onnexe en utilisant des résultats antérieurs
de J. R. Klein [8, 9℄. Soit f : A → B une équivalene d'homotopie. On note
respetivement SA, SB les brés tangents en sphère au dessus de A et B et n la dimension
1
berwise suspension
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ommune à A et B. On onsidère maintenant le diagramme suivant :
SA
exp //

F2(A)










SB
exp //

h.e
≃
ψ
``AAAAAAAA
F2(B)

B
∆ //
f−1
}}{{
{{
{{
{{
B × B
A // A× A
f×f
eeKKKKKKKKKK
L'existene d'une équivalene d'homotopie ψ : SA → SB rendant le arré de gauhe
ommutatif est garantie par les résultats de R. Benlian et J. Wagoner [2℄.
On équipe B (resp. A) d'une métrique telle que l'exponentielle soit dénie et injetive
sur haque espae tangent jusqu'au rayon 1. La èhe exp : SB → F2(B) où exp(b, v) =
(b, exp v) est alors bien dénie.
Le arré de sommets (B,SB,F2(B), B ×B) est oartésien. En eet, le bré normal
de l'appliation diagonale ∆ : B → B×B est le bré tangent en sphère de B. De même,
le arré de sommets (A,SA,F2(A), A × A) est oartésien et don elui de sommets
(B,SB,F2(A), B×B) l'est aussi. On a ainsi obtenu deux omplémentaires homotopiques
à dualité de Poinaré de la diagonale∆ : B → B×B. Nous appliquons alors le orollaire
B de [9℄ pour en déduire l'équivalene de F2(A) et F2(B) au dessus de B×B. Pour ela,
on remarque que :
• B a le type d'homotopie d'un CW-omplexe de dimension n.
• B ×B a le type d'homotopie d'un CW-omplexe de dimension 2n.
• ∆ : B → B ×B est 3-onnexe ave 3 > dim(B × B)− 2dim(B) + 2.
Proposition 4.4
Considérons deux variétés A et B reliées par une F2-équivalene d'homotopie. Pour tout
k ≥ 1 et tout i = (i2, . . . , ik) ∈ Ak, il existe une équivalene d'homotopie brée :
Ek+1i (A)
h.e
≃
Ψk+1i
//

Ek+1i (B)

Eki (A) h.e
≃
f×k // Eki (B)
où Ψk+1i se restreint à l'appliation
f×k×f ×Id : ∂Ek+1i (A) = E
k
i (A)×A×{−k, k}
h.e
≃
−→ ∂Ek+1i (B) = E
k
i (B)×B×{−k, k}.
Démonstration. Soit k ≥ 1 et i = (i2, . . . , ik) ∈ Ak.
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Nous utilisons le diagramme suivant dans lequel les èhes vertiales sont des
équivalenes d'homotopie :
Ek+1i1 (A)

Ek+1i2 (A)

oo // Ek+1i3 (A)

. . .oo // Ek+1
i(2k−1)(A)

Ek+1
i(2k)(A)

oo // Ek+1
i(2k+1)(A)

Ek+1i1 (B) E
k+1
i2 (B)oo // E
k+1
i3 (B) . . .oo // E
k+1
i(2k−1)(B) E
k+1
i(2k)(B)
oo // Ek+1
i(2k+1)(B)
Rappelons de la preuve de la proposition 3.1 que haque arré ommute à homotopie
près et équivaut au arré suivant :
Ak+1k∗
∼= Ak−1 × F2(A) //
h.e
≃

Ak+1 ∼= Ak−1 × A2
h.e
≃

Bk+1k∗
∼= Bk−1 × F2(B) // Bk+1 ∼= Bk−1 × B2
pour un ertain entier ∗, 1 ≤ ∗ < k. On déduit don une équivalene d'homotopie Ψ
entre la olimite de la première ligne et la olimite de la deuxième 'est-à-dire entre
Ek+1i (A) et E
k+1
i (B).
Rappelons que l'espae ∂Ek+1i (A) a été déni omme le produit bré suivant :
∂Ek+1i (A)
φk+1i //

∂Fk+1(A× J) = Fk(A× J)× (A× {−k, k})

Eki (A) = A
k
φki
// Fk(A× J)
D'après la dénition de φk+1i , on a :
∂Ek+1i (A) = E
k+1
i1 (A)
∐
Ek+1
i(2k+1)(A) = E
k
i × (A× {−k, k})
e qui montre que l'appliation Ψ se restreint bien à l'appliation
f×k × f × Id : ∂Ek+1i (A)
h.e
≃
−→ ∂Ek+1i (B).
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Finalement, pour tout p ∈ [[1, k]], nous avons la ommutativité à homotopie près du
diagramme :
Ek+1i,2p (B) //

Ek+1i,2p+1(B)

Ek+1i,2p (A) //

h.e
≃
66nnnnnnnnnnnn
Ek+1i,2p+1(A)

h.e
≃
66nnnnnnnnnnnn
Eki (B) = B
×k Eki (B) = B
×k
Eki (A) = A
×k
f×k
h.e
≃
66mmmmmmmmmmmm
Eki (A) = A
×k
f×k
h.e
≃
66mmmmmmmmmmmm
et d'un diagramme analogue ave Ek+1i,2p−1(•). La ommutativité du arré de la proposition
s'ensuit.
On a don une équivalene d'homotopie Eki (A) → E
k
i (B) pour i ∈ Ak
⋃
Ak+1.
Comme dans la onstrution des Eki , on va eetuer une réurrene sur l'entier k−α an
d'obtenir des équivalenes d'homotopie Eki (A)→ E
k
i (B) pour i ∈ Aα ave 1 ≤ α ≤ k.
Proposition 4.5
Soit α ≥ 1 et i = (i2, . . . , iα) ∈ Aα alors, pour tout entier k, k ≥ α, il existe des
équivalenes d'homotopie Ψki : (E
k
i (A), ∂E
k
i (A)) → (E
k
i (B), ∂E
k
i (B)) telles que l'on ait
l'équivalene d'homotopie brée suivante :
Ek+1i (A) h.e
≃
Ψk+1i //

Ek+1i (B)

Eki (A)
h.e
≃
Ψki
// Eki (B)
et la restrition de l'appliation Ψk+1i à l'espae ∂E
k+1
i (A) et à valeurs dans ∂E
k+1
i (B)
est homotope à l'appliation
Ψki × f × Id : ∂E
k+1
i (A) = E
k
i (A)×A×{−k, k}
h.e
≃
−→ ∂Ek+1i (B) = E
k
i (B)×B×{−k, k}.
Démonstration. Comme dans la preuve de la proposition 3.3, nous proédons par
réurrene sur l'entier k − α. Pour tout entier s, s ≥ 1, nous dénissons la propriété
Hs par : pour tout ouple d'entiers (k, α), 1 ≤ k − α ≤ s, et tout i ∈ Aα, il existe des
équivalenes d'homotopie
Ψk+1i,∗ : (E
k+1
i,∗ (A), ∂E
k+1
i,∗ (A))→ (E
k+1
i,∗ (B), ∂E
k+1
i,∗ (B)) où ∗ ∈ {1, 3, . . . , 2α + 1}
et Ψki,∗ : E
k
i,∗(A)→ E
k
i,∗(B) où ∗ ∈ [[1, 2α+ 1]]
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telles que pour tout p ∈ [[1, α]], le diagramme suivant, noté Dki (p), ommute à homotopie
près :
Ek+1
i(2p−1)(B)

Ek+1
i(2p)(B)
oo //

Ek+1
i(2p+1)(B)

Ek+1
i(2p−1)(A)

h.e
≃
::ttttttttt
Ek+1
i(2p)(A)
oo //

Ek+1
i(2p+1)(A)

h.e
≃
::ttttttttt
Eki(2p−1)(B) E
k
i(2p)(B)oo // E
k
i(2p+1)(B)
Eki(2p−1)(A)
h.e
≃
99ttttttttt
Eki(2p)(A)oo //
h.e
≃
;;xxxxxxxx
Eki(2p+1)(A)
h.e
≃
99ttttttttt
et telles que la restrition de l'appliation Ψk+1i,∗ à l'espae ∂E
k+1
i,∗ (A) et à valeurs dans
∂Ek+1i,∗ (B) est homotope à l'appliation
Ψki,∗×f×Id : ∂E
k+1
i,∗ (A) = E
k
i,∗(A)×A×{−k, k}
h.e
≃
−→ ∂Ek+1i,∗ (B) = E
k
i,∗(B)×B×{−k, k}.
La propriété H1 déoule de la proposition 4.4. En eet, si k = α + 1 et i ∈ Aα, les
arrés droit et gauhe du diagramme sont la onlusion de la proposition 4.4 et les arrés
inférieurs ont été expliités dans la démonstration.
Supposons dès lors que pour un ertain entier s, s ≥ 2, la propriété Hs−1 est vraie.
On xe k = α+ s, i = (i2, . . . , iα) ∈ Aα et p ∈ [[1, α]]. D'après l'hypothèse de réurrene
Hs−1, on a des équivalenes d'homotopie E
k
i,∗(A)→ E
k
i,∗(B) pour ∗ ∈ {1, 3, . . . , 2α+ 1}.
Par dénition des espaes E∗i(2p)(•), les faes avant et arrière du diagramme D
k−1
i (p)
sont onstituées de arrés artésiens. Le lemme A.5 permet alors d'obtenir l'équivalene
d'homotopie
Ψki,(2p) : E
k
i,(2p)(A)→ E
k
i,(2p)(B)
qui ommute ave le reste du diagramme Dk−1i (p). En remarquant que la partie
supérieure du diagramme Dk−1i (p) est exatement la partie inférieure de D
k
i (p), nous
obtenons la ommutativité de la partie inférieure de Dki (p). Ce même argument appliqué
aux diagrammes Dki,2p+1(q), q ∈ [[1, α + 1]], permet d'obtenir l'equivalene d'homotopie
Ψki,(2p+1),2q : E
k
i,(2p+1),2q(A)→ E
k
i,(2p+1),2q(B)
qui ommute à homotopie près ave les appliations du diagramme Dki,2p+1(q).
Rappelons que l'espae Eki,(2p+1)(A) est déni omme la olimite homotopique de :
Ek
i,(2p+1),1
(A)←Ek
i,(2p+1),2
(A)→Ek
i,(2p+1),3
(A)←···→Ek
i,(2p+1),2α+1
(A)←Ek
i,(2p+1),2α+2
(A)→Ek
i,(2p+1),2α+3
(A)
et que les espaes Eki,(2p+1)(B), E
k+1
i,(2p+1)(A) et E
k+1
i,(2p+1)(B) sont dénis de façon similaire.
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Les diagrammes Dki,(2p+1)(q), q ∈ [[1, α+1]], omplétés par les appliations Ψ
k
i,(2p+1),2q
induisent don, en passant à la olimite selon q, une équivalene d'homotopie Ψk+1
i,(2p+1)
qui fait ommuter le diagramme suivant :
Ek+1
i,(2p+1)(A)
h.e
≃
Ψk+1
i,(2p+1)
//

Ek+1
i,(2p+1)(B)

Eki,(2p+1)(A) h.e
≃
Ψk
i,(2p+1) // Eki,(2p+1)(B)
Nous avons don omplété le arré droit du diagramme Dki (p). On omplète le arré
gauhe de manière analogue.
En remplaçant, dans la partie supérieure du diagramme Dki (p), les espaes E
k+1
i,∗ (•)
par leurs bords ∂Ek+1i,∗ (•) et en utilisant la propriété A.5, nous obtenons une appliation
∂Ψk+1
i,(2p) : ∂E
k+1
i,(2p)(A)→ ∂E
k+1
i,(2p)(B).
Rappelons de la démonstration de la propriété A.5, que les appliations
∂Ψk+1
i,(2p) et
Ψk+1
i,(2p) sont obtenues par la propriété universelle du produit bré homotopique le long de
l'appliation Eki,(2p+1)(A) → E
k
i,(2p+1)(B) qui apparaît dans le arré droit du diagramme
ommutatif, à homotopie près, suivant :
∂Ek+1
i,(2p+1)(A)
//

Ek+1
i,(2p+1)(A)
Ψk+1
i,(2p+1)

// Eki,(2p+1)(A)
Ψk
i,(2p+1)

Eki,(2p)(A)oo
Ψk
i,(2p)

∂Ek+1
i,(2p+1)(B)
// Ek+1
i,(2p+1)(B)
// Eki,(2p+1)(B) E
k
i,(2p)(B)oo
Cela nous assure que la restrition de l'appliationΨk+1i à l'espae ∂E
k+1
i (A), et à valeurs
dans ∂Ek+1i (B), est homotope à l'appliation
∂Ψk+1
i,(2p).
Rappelons aussi qu'un produit bré homotopique obtenu à partir d'une bration
triviale est lui aussi trivial. L'appliation
∂Ψk+1
i,(2p) est don égale à l'appliation
Ψki,(2p) × f × Id : ∂E
k+1
i,(2p)(A)
h.e
≃
−→ ∂Ek+1
i,(2p)(B)
Nous en déduisons, d'après A.3, que la restrition de l'appliation Ψk+1i à l'espae
∂Ek+1i (A), et à valeurs dans ∂E
k+1
i (B), est homotope à l'appliation
Ψki × f × Id : ∂E
k+1
i (A) = E
k
i (A)×A×{−k, k}
h.e
≃
−→ ∂Ek+1i (B) = E
k
i (B)×B×{−k, k}.
D'où la propriété Hs.
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Le résultat suivant ontient le théorème A de l'introdution :
Théorème 4.6
Soit f : A→ B une F2-équivalene d'homotopie entre deux variétés A et B, alors, pour
tout k ≥ 1, on a une équivalene d'homotopie brée :
(Fk+1(A× J), ∂Fk+1(A× J))
h.e
≃
fk+1 //

(Fk+1(B × J), ∂Fk+1(B × J))

Fk(A× J)
h.e
≃
fk // Fk(B × J)
où fk+1 : ∂Fk+1(A × J) → ∂Fk+1(B × J) est donnée, à homotopie près, par le produit
artésien suivant :
fk × (f × Id) : Fk(A× J)× (A× {−k, k})→ Fk(B × J)× (B × {−k, k}).
Démonstration. On utilise la proposition 4.5 dans le as α = 1 pour obtenir les
équivalenes d'homotopie fk+1 et fk :
Fk+1(A× J)
h.e
≃ //

Ek+1(A)
h.e
≃ //

Ek+1(B)
h.e
≃ //

Fk+1(B × J)

Fk(A× J)
h.e
≃
// Ek(A)
h.e
≃
// Ek(B)
h.e
≃
// Fk(B × J)
L'assertion sur fk+1 : ∂Fk+1(A×J)→ ∂Fk+1(B×J) est évidente en utilisant la dénition
de ∂Fk+1(• × J) et le résultat préédent.
Corollaire 4.7
On onsidère deux espaes PA et PB. Si µ : PA → PB est une équivalene d'homotopie
telle que le arré
PA //
h.e
≃
µ

Fk(A× J)
h.e
≃ fk

PB // Fk(B × J)
ommute à homotopie près, alors on a un arré ommutatif à homotopie près :
PA × (A× {−k, k}) //
h.e
≃µ×f×Id

Fk+1(A× J)
h.e
≃ fk+1

PB × (B × {−k, k}) // Fk+1(B × J)
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Démonstration. La ommutativité à homotopie près du arré de l'hypothèse nous
permet d'obtenir la ommutativité à homotopie près du arré :
PA × (A× {−k, k}) //
h.e
≃µ×f

Fk(A× J)× (A× {−k, k})
h.e
≃

PB × (B × {−k, k}) // Fk(B × J)× (B × {−k, k})
Or Fk(A× J)× (A× {−k, k}) = ∂Fk+1(A× J), on a don montré que le arré de
gauhe du diagramme suivant est ommutatif à homotopie près :
PA × (A× {−k, k}) //
h.e
≃µ×f

∂Fk+1(A× J)
h.e
≃

// Fk+1(A× J)
h.e
≃

PB × (B × {−k, k}) // ∂Fk+1(B × J) // Fk+1(B × J)
La proposition préédente nous assure que le arré de droite de e diagramme ommute
à homotopie près, d'où le orollaire.
5 Un invariant du type d'homotopie : Σk−2 Fk(A)
Dans e paragraphe, nous allons montrer que si deux variétés onnexes A et B ont même
F2-type d'homotopie alors une ertaine suspension des espaes F2(A) et F2(B) ont même
type d'homotopie. On supposera toujours que la dimension des variétés est au moins
égale à trois, les résultats restant d'ailleurs vrais en dimension inférieure.
Théorème 5.1
Si l'on a une F2-équivalene d'homotopie f : A→ B entre deux variétés onnexes A et
B, alors les suspensions Σk−2Fk(A) et Σ
k−2
Fk(B) ont même type d'homotopie.
La preuve du théorème 5.1 utilise la aratérisation du terme Ek2 (A) omme produit
bré homotopique :
Ek2 (A)
//

Fk(A× J)

Ek−12 (A)
// Fk−1(A× J)
Proposition 5.2
Soit A et B deux variétés onnexes ayant même F2-type d'homotopie. Alors les
suspensions ΣF3(A) et ΣF3(B) ont même type d'homotopie.
Démonstration. Notons C la olimite homotopique de :
F3(A)← F3(A)× ∂D
1 → F2(A)× (A× ∂D
1)
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où D1 est le disque unité de R. En projetant haque espae sur F2(A) et en
appliquant A.2, on onstate que l'appliation C → F2(A) a pour bre homotopique
A× {−1, 1}
⋃
(A \ {q1, q2})× [−1, 1].
Considérons les appliations
F3(A) → F3(A× J)
(a1, a2, a3) 7→ ((a1, 0), (a2, 0), (a3, 0))
et
F2(A)× (A× ∂D
1) → F3(A× J)
(a1, a2, a3,−1) 7→ ((a1, 0), (a2, 0), (a3,−2))
(a1, a2, a3,+1) 7→ ((a1, 0), (a2, 0), (a3,+2))
qui font ommuter les arrés suivants :
F3(A) //

F3(A× J)

F2(A)× (A× ∂D
1) //

F3(A× J)

F2(A) // F2(A× J) F2(A) // F2(A× J)
Par la propriété universelle d'un produit bré homotopique, es deux appliations
fatorisent au travers de l'appliation E32(A) → F3(A× J). On en déduit alors la
ommutativité à homotopie près du arré extérieur du diagramme suivant :
F3(A)
****VVV
VVVV
VVVV
VVVV
VVVV
VVVV
VVV
F3(A)× ∂D
1
::uuuuuuuuu
**UUU
UUUU
UUUU
UUUU
UU
C //___ E32(A)
F2(A)× (A× ∂D
1)
7799sssssssssss
Ave la propriété universelle de la somme amalgamée homotopique, on en déduit un
diagramme ommutatif à homotopie près :
C //

E32(A)

// F3(A× J)

F2(A) E22(A)
// F2(A× J)
D'aprés 3.3, le arré de droite est artésien. De plus, la restrition de l'appliation
omposée C → E32(A)→ F3(A× J) aux bres homotopiques des deux èhes vertiales
du grand arré est donnée par l'appliation :
(A× {−2, 2})
⋃
(A \ {q1, q2})× [−2, 2] →֒ (A× [−2, 2]) \ {(q1, 0), (q2, 0)}
qui est une équivalene d'homotopie. D'aprés [15℄, le grand arré du diagramme
préédent est artésien. Le lemme du prisme (A.1) permet de onlure que C a le même
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type d'homotopie que E32(A). En partiulier, la obre de F2(A)× (A× ∂D
1)→ E32(A)
a même type d'homotopie que la obre de F3(A)× ∂D
1 → F3(A) qui est ΣF3(A)+ : la
suspension de l'union disjointe de F3(A) ave un point.
Remarquons aussi que le terme F2(A)× (A× ∂D
1) orrespond à l'espae ∂E32 . Or,
d'après 4.7 le diagramme suivant ommute :
F2(A)× (A× ∂D
1) //
h.e
≃

E32(A)
h.e
≃

// F3(A× J)
h.e
≃

F2(B)× (B × ∂D
1) // E32(B)
// F3(B × J)
On en déduit don une équivalene d'homotopie entre ΣF3(A)+ et ΣF3(B)+. Or
F3(A) et F3(B) sont onnexes ar A et B sont onnexes et de dimension supérieure
à trois. L'existene de ette équivalene d'homotopie implique elle d'une équivalene
d'homotopie entre ΣF3(A) et ΣF3(B). On pourra trouver la démonstration de ette
armation dans [1, lemme 2.2℄
Démonstration (de 5.1).
La démonstration s'inspire du as k = 3. Nous allons dénir des espaes Zk(A) tels
que Ek2 (A) soit la olimite homotopique de
Fk(A)← Fk(A)× ∂D
k−2 → Zk(A)
où Dk−2 est le disque unité de Rk−2. (On fait de même pour B).
Posons Z3(A) = F2(A)× (A× ∂D
1). Lors de la démonstration de la proposition 5.2,
nous avons vu que la olimite de
F3(A)← F3(A)× ∂D
1 → Z3(A)
est bien E32(A).
Nous allons maintenant prouver notre résultat par réurrene sur l'entier k. On se
donne don un entier k tel que :
P1 : Ek2 (A) (resp. E
k
2 (B)) est la olimite homotopique de
Fk(A)← Fk(A)× ∂D
k−2 → Zk(A).
(resp. Fk(B)← Fk(B)× ∂D
k−2 → Zk(B).)
P2 : Il existe une équivalene d'homotopie entre Zk(A) et Zk(B) telle que le diagramme
suivant ommute à homotopie près :
Zk(A) //
h.e
≃

Ek2 (A)
h.e
≃

Zk(B) // Ek2 (B)
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P3 : La omposée
Fk(A)× ∂D
k−2 → Zk(A)→ Ek2 (A)→ Fk(A× J)→ A
×k
oïnide ave la omposée de l'injetion anonique et de la projetion anonique
Fk(A)× ∂D
k−2 → Fk(A) →֒ A
×k.
(De même pour B).
Introduisons aussi la notation |•X . Pour tout espae X et toute appliation X →
Fk(M) (pour un ertain M), |•X dénote le produit bré homotopique suivant :
|•X

// Fk+1(M)

X // Fk(M)
En partiulier, en utilisant l'appliation omposée Zk(A) → Ek2 (A) → Fk(A× J),∣∣•Zk(A) est le produit bré homotopique :
∣∣•Zk(A)

// Fk+1(A× J)

Zk(A) // Fk(A× J)
En appliquant le lemme du prisme (A.1) ave omme base le triangle ommutatif suivant :
Zk(A) //
$$I
II
II
II
II
Fk(A× J)
Ek2 (A)
88rrrrrrrrrr
on voit que le arré i-dessous est artésien :
∣∣•Zk(A)

// Ek+12 (A)

Zk(A) // Ek2 (A)
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Dans le ube i-dessous, le arré du bas provient de l'hypothèse de réurrene P2, le
arré de droite est le résultat de la proposition 4.5 :
∣∣•Zk(B)

// Ek+12 (B)

∣∣•Zk(A)

//
h.e
≃
::t
t
t
t
t
Ek+12 (A)

h.e
≃
99ssssssssss
Zk(B) // Ek2 (B)
Zk(A) //
h.e
≃
99ssssssssss
Ek2 (A)
h.e
≃
88rrrrrrrrrr
Nous avons alors une équivalene d'homotopie entre
∣∣•Zk(A) et
∣∣•Zk(B) qui fait ommuter
la totalité du ube à homotopie près.
Dénissons Zk+1(A) omme la olimite homotopique de
∣∣•Zk(A)← Zk(A)× (A× ∂D1)→ Ek2 (A)× (A× ∂D1)
où Zk(A)× (A× ∂D1)→
∣∣•Zk(A) est obtenue par propriété universelle du produit bré
homotopique :
Zk(A)× (A× ∂D1)
))((Q
QQ
QQ
QQ
$$
∣∣•Zk(A)

// Ek+12 (A)

Zk(A) // Ek2 (A)
La èhe du haut étant la omposée :
Zk(A)× (A× ∂D1)→ Ek2 (A)× (A× ∂D
1)→ Ek2 (A)× (A× {−k, k})→ E
k+1
2 (A)
nous avons une équivalene d'homotopie entre les deux suites :
∣∣•Zk(A)← Zk(A)× (A× ∂D1)→ Ek2 (A)× (A× ∂D1)
et ∣∣•Zk(B)← Zk(B)× (B × ∂D1)→ Ek2 (B)× (B × ∂D1).
De l'hypothèse P2 et du orollaire 4.7, on déduit une équivalene d'homotopie entre
Zk+1(A) et Zk+1(B) telle que le arré suivant ommute à homotopie près :
Zk+1(A) //
h.e
≃

Ek+12 (A)
h.e
≃

Zk+1(B) // Ek+12 (B)
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Il nous reste don à vérier que l'espae Zk+1(A) satisfait les propriétés P1 et P3 de
l'hypothèse de réurrene.
Par hypothèse de réurrene, Ek2 (A) est la olimite homotopique de
Fk(A)← Fk(A)× ∂D
k−2 → Zk(A)
don, d'après A.3, Ek2 × (A× ∂D
1) est la olimite homotopique de
Fk(A)× (A× ∂D
1)← Fk(A)× ∂D
k−2 × (A× ∂D1)→ Zk(A)× (A× ∂D1).
Dans le diagramme suivant, le arré de gauhe est don oartésien
Fk(A)× ∂D
k−2 × (A× ∂D1) //

Zk(A)× (A× ∂D1) //

∣∣•Zk(A)

Fk(A)× (A× ∂D
1) // Ek2 (A)× (A× ∂D
1) // Zk+1(A)
Le arré de droite étant aussi oartésien (par dénition de Zk+1(A)), le diagramme
total est oartésien.
Notons g la omposée Fk(A) × ∂D
k−2 → Zk(A) → Fk(A× J) et utilisons la pour
dénir l'appliation
Fk+1(A)× ∂D
k−2 × [−k, k] → Fk+1(A× J)
(a1, . . . , ak+1, z, t) 7→ (g(a1, . . . , ak, z), (ak+1, t))
Remarquons que ette dernière est bien dénie ar on a supposé que la omposée
Fk(A)× ∂D
k−2 → Zk(A)→ Fk(A× J)→ A
×k
est égale à Fk(A)× ∂D
k−2 → Fk(A) →֒ A
×k
. La propriété universelle d'un arré
artésien nous donne une èhe hahurée dans le diagramme, ommutatif à homotopie
près, i-dessous :
Fk+1(A)× ∂D
k−2 × [−k, k]
**))SS
SS
SS
SS

Fk(A)× ∂D
k−2
++
∣∣•Zk(A)

// Fk+1(A× J)

Zk(A) // Fk(A× J)
Cei montre que le arré supérieur gauhe du diagramme suivant, noté (Ξ), ommute à
homotopie près.
∣∣•Zk(A) Fk(A)× ∂Dk−2 × (A× ∂D1) //oo Fk(A)× (A× ∂D1)
Fk+1(A)× ∂D
k−2 × [−k, k]
OO

Fk+1(A)× ∂D
k−2 × ∂D1 //oo
OO

Fk+1(A)× ∂D
1
OO

Fk+1(A)× ∂D
k−2
Fk+1(A)× ∂D
k−2 //oo Fk+1(A)
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Les autres appliations du diagramme (Ξ) soit ont déjà été renontrées auparavant,
soit sont des projetions sur ertains fateurs d'un produit artésien soit enore sont des
inlusions naturelles. Il est faile de vérier que le diagramme (Ξ) ommute à homotopie
près. Remarquons alors que :
• La olimite homotopique de la première ligne est Zk+1(A).
• La olimite homotopique de la deuxième ligne est Fk+1(A)× ∂D
k−1
.
• La olimite homotopique de la troisième ligne est Fk+1(A).
• La olimite homotopique de la première olonne est trivialement
∣∣•Zk(A).
• La olimite homotopique de la deuxième olonne est
∣∣•Fk(A)× ∂Dk−2 pour
l'appliation g : Fk(A)× ∂D
k−2 → Fk(A×J). (appliquer A.4 de manière similaire
à la démonstration de 5.2).
• La olimite homotopique de la troisième olonne est |•Fk(A) pour l'appliation
Fk(A) → E
k
2 (A) → Fk(A × J). (appliquer A.4 de manière similaire à la
démonstration de 5.2).
La olimite homotopique de notre diagramme est don la même que elle de
∣∣•Zk(A)←
∣∣•Fk(A)× ∂Dk−2 → |•Fk(A)
qui, d'après le lemme du ube [14, 5℄, est égale à
∣∣•Ek2 (A) = Ek+12 (A). Cette olimite
homotopique oïnide aussi ave elle de
Fk+1(A)← Fk+1(A)× ∂D
k−1 → Zk+1(A)
e qui établit P1. Notons, par ailleurs, que la omposée
Fk+1(A)× ∂D
k−1 → Zk+1(A)→ Fk+1(A× J)→ A
×k+1
est bien égale à
Fk+1(A)× ∂D
k−1 → Fk+1(A) →֒ A
×k+1.
(Il sut de voir que la j-ième partiule onserve sa omposante en A par n'importe
quelle appliation du diagramme (Ξ)). Cei onlut notre réurrene.
D'après P1, la obre de Zk+1(A) → Ek+12 (A) a le type d'homotopie de la obre
de Fk+1(A)× ∂D
k−1 → Fk+1(A) don de Σ
k−1
Fk+1(A)+. L'invariane homotopique de
ette suspension déoule de la propriété P2 de l'hypothèse de réurrene, à savoir la
ommutativité à homotopie près de :
Zk+1(A) //
h.e
≃

Ek+12 (A)
h.e
≃

Zk+1(B) // Ek+12 (B)
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A Limites Homotopiques
Nous regroupons dans ette setion quelques propriétés qui nous ont été utiles tout au
long de e travail. Rappelons tout d'abord les dénitions de produit bré homotopique
et de somme amalgamée homotopique. Si H est une homotopie entre deux appliations
f et g, nous érivons H : f ∼ g.
Supposons donné un diagramme ommutatif à homotopie près
P
g1

f1 // C
g

A
f
// B
ave H : gf1 ∼ fg1. Un tel diagramme est un produit bré homotopique si pour tout
espae D et tout ouple d'appliations (f2 : D → C, g2 : D → A) faisant ommuter à
homotopie près le arré extérieur du diagramme suivant :
D
f2
##
w
@
@
  @
@
g2

P
g1

f1 // C
g

A
f
// B
ave G : gf2 ∼ fg2, alors on a les propriétés suivantes :
• Il existe une appliation w : D → P qui fait ommuter la totalité du diagramme
préédent à homotopie près ; 'est-à-dire que l'on a des homotopies K : f2 ∼ f1w
et L : g1w ∼ g2 telles que g ◦K +H ◦ w + f ◦ L ∼ G.
• L'appliation w est unique à homotopie près ; 'est-à-dire que si on se donne une
autre appliation w′ : D → P ave des homotopies K ′ : f2 ∼ f1w
′
et L′ : g1w
′ ∼ g2
telles que g ◦K ′ +H ◦ w′ + f ◦ L′ ∼ G, alors il existe une homotopie M : w ∼ w′
telle que K + f1 ◦M ∼ K
′
et g1 ◦M + L
′ ∼ L.
On dira aussi que le arré P − A− B − C est artésien.
En dualisant la dénition préédente (i.e. en inversant le sens des èhes dans le
diagramme préédent), on obtient la dénition d'une somme amalgamée homotopique.
Le diagramme sous-jaent est donné par :
B
g

f // A


C //
++
Z
w
@
@
  @
@
D
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On dit enore que le arré A− B − C − Z est oartésien.
Ces notions se généralisent en limite homotopique et olimite homotopique [3℄. Par
exemple, dans les dénitions i-dessus P est la limite homotopique de A
f
→ B
g
← C et
Z est la olimite homotopique de A
f
← B
g
→ C.
La propriété suivante est lassique et nous est souvent utile dans nos démonstrations.
Proposition A.1 (Lemme du prisme, [14, 5℄)
Considérons le diagramme suivant :
E1 //
  B
B
B
B

E3

E2
>>||||||||

E ′1
//
  @
@@
@@
@@
E ′3
E ′2
>>~~~~~~~
On suppose que e diagramme ommute à homotopie près et que E2 − E3 − E
′
3 − E
′
2
est artésien. La dénition du produit bré homotopique nous assure l'existene d'une
appliation E1 → E2 qui ommute ave le reste du diagramme.
Alors le arré E1 − E3 − E
′
3 − E
′
1 est artésien si et seulement si le arré E1 − E2 −
E ′2−E
′
1 est lui aussi artésien. De plus, si on suppose que E
′
1 → E
′
2 est une équivalene
d'homotopie alors il en est de même pour E1 → E2.
Le théorème suivant justie la validité de notre onstrution. Il met en relation
olimite homotopique d'appliations de même bre (A.2) ou de même base (A.4).
Théorème A.2 (V. Puppe, [16℄)
Soit F un espae xé et soit TopF la atégorie des appliations ayant pour bre
homotopique F . On onsidère alors un diagramme dans TopF indexé par une petite
atégorie I, 'est-à-dire que pour tout objet i de I, on a une appliation Ei → Bi
ayant F pour bre homotopique et pour tout morphisme (i, j) de I, on a une famille
d'appliations αi,j et α
′
i,j qui rendent le arré suivant ommutatif à homotopie près :
Ei
αi,j //

Ej

Bi
α′i,j // Bj
Alors l'appliation induite (hoolimI αi,j)→ (hoolimI α
′
i,j) est aussi dans Top
F
.
Limites Homotopiques 29
Corollaire A.3
Soit F un espae xé. On onsidère un diagramme d'espaes topologiques (Bi)i∈I indexés
par une petite atégorie I. Alors
hoolimI(Bi × F ) = hoolimI(Bi)× F.
Proposition A.4 ([16℄)
Soit B un espae xé. On onsidère un diagramme d'appliations αi,j : Ei → Ej
indexées par un petite atégorie I. On suppose que pour tout morphisme (i, j) de I, on
a le diagramme ommutatif suivant :
Ei //
@
@@
@@
@@
@
Ej
~~ ~
~~
~~
~
B
Si l'on note α′i,j : Fi → Fj les appliations induites au niveau des bres homotopiques
de Ei → B et Ej → B, alors la bre homotopique de (hoolimI αi,j) → B a le même
type d'homotopie que la olimite homotopique des α′i,j.
La propriété suivante se prête partiulièrement bien à notre onstrution par
réurrene des espaes Eki . Ne l'ayant pas trouvée dans la littérature, nous en détaillons
la preuve.
Proposition A.5
Considèrons le diagramme suivant, ommutatif à homotopie près, dans lequel les
appliations désignées par
h.e
≃ sont des équivalenes d'homotopie.
E1
h.e
≃
//
))TTT
TTT
TTT
TTT
TTT

E ′1
uujjjj
jjj
jjjj
jjjj

E2
::uuuuuu
))TTT
TTTT
TTT
TTTT
T

E

E ′

E ′2
ddIIIIII
uujjjj
jjj
jjjj
jjj
j

E3
h.e
≃ //
;;wwwwwww

E ′3
ddHHHHHH

B1
))TTT
TTT
TTT
TTT
TTT h.e
≃
// B′1
uujjjj
jjjj
jjjj
jjj
B2
::uuuuuu
))TTT
TTTT
TTTT
TTTT
h.e
≃
::B
h.e
≃ // B′ B
′
2
uujjjj
jjj
jjjj
jjjj
ddIIIIII
B3
;;wwwwww h.e
≃ // B′3
ddHHHHHH
Pour les ubes droit et gauhe, on suppose que les faes latérales sont artésiennes et les
faes du dessus et du dessous sont oartésiennes (e sont des ubes du lemme du ube
de M. Mather [14℄). Alors, il existe des équivalenes d'homotopie E2 → E
′
2 et E → E
′
qui ommutent à homotopie près ave le reste du diagramme.
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Démonstration. Appliquons le lemme du prisme (A.1) en hoisissant pour base le
triangle
B2 //
  @
@@
@@
@@
@
B′3
B′2
>>~~~~~~~
qui ommute à homotopie près. Nous obtenons une équivalene d'homotopie E2 → E
′
2
qui fait apparaître E2 omme le produit bré homotopique de E
′
2 → B
′
2 le long de
B2 → B
′
2 et fait ommuter à homotopie près le arré
E2 //

E ′2

E3 // E
′
3
En proédant de même à partir du triangle
B2 //
  @
@@
@@
@@
@
B′1
B′2
>>~~~~~~~
on obtient un arré ommutatif
E2 //

E ′2

E1 // E
′
1
Remarquons que l'appliation E2 → E
′
2 est, à homotopie près, la même que préé-
demment ar elle est obtenue par produit bré homotopique de E ′2 → B
′
2 le long de
B2 → B
′
2. En passant à la olimite, on en déduit l'équivalene d'homotopie E → E
′
et
la ommutativité du arré
E //

E ′

B // B′
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